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Aufgabe 1:
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems

v =7 ) w0= ().

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 1:
Behauptung: Die Losung des Anfangswertproblems lautet

5, [ cos (@m) — /3 sin (%m)

y(o) = et 2 cos (gx)

3

Beweis: Wir berechnen die Eigenwerte der Matrix A = <1

_21>. Das charakteristische Polynom ist
gegeben durch

p(A\) =det(A—A)=(B3-XN)(2—-\)+1=X1—5X+T.

2
w0 o (e (1) (- 3)

5 .V3 5 V3
<~ )\1—54’17\/)\2—5717

Der komplexe Eigenwert A\; hat den Eigenraum

Es gilt

Dann gilt

%e%r (cos (7336) —/3sin (?m) +1i (\/gcos (@x) + sin (@x)))
e (cos (@z) + isin (§I)>

Die beiden folgenden Funktionen y; und yo bilden ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung:

() = eg:’: %cos (@x) @ sin (‘égx)
cos (?w)

oyt (e (e) ()
sin (@x)

—



Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet also
y(x) = ay1(x) + bya(z)

mit a,b € R. Einsetzen der Anfangsbedingung ergibt das Gleichungssystem

(G 3)0)-G6)

welches die Losung (a,b) = (2,0) besitzt. Somit ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

(z) = e%x CcOoS (@x) —+/3sin (gaz)

Y
2 cos (@m)



Aufgabe 2:
Es sei f: R? — R? definiert durch

3 1
flz,y) = (295 + 3 sin(z) cos(z) — e¥, (1 4+ y?)y + x3> .
Zeigen Sie, dass es zu jedem Punkt (z,y) € R? ein § > 0 gibt, sodass f auf Us((x,y)) injektiv ist.
Betrachten Sie weiter die Funktion in einer solchen Umgebung des Ursprungs und berechnen Sie die
Ableitung der Umkehrfunktion im Punkt (—1,0).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2:
Behauptung: Zu jedem Punkt (x,y) € R? existiert ein § > 0, sodass f auf Us((z,y)) injektiv ist. Weiter

it (-0 = 4 (3

Beweis: f ist nach der Produktregel differenzierbar und es gilt fiir (z,y) € R%:

f/(x y) _ % + %COS2(QZ}) — %Sin2(x) —eY _ 1 + COS2(ZL‘) —eV
| 3¢ 1+ 3y? 322 1+3y? )

Weiter gilt det f/(z,y) = (1+cos?(z))(1+3y?) +3z%e¥ > 1 > 0 fiir alle (x,y) € R. Nach dem Umkehrsatz
existiert also ein 0 > 0, sodass f auf Us(x,y) injektiv ist. Des Weiteren gilt f(0,0) = (—1,0) und somit
existiert in einer solchen Umgebung des Ursprungs die Umkehrfunktion von f. Ebenso gilt nach dem
Umkehrsatz

-1
(f‘l)’(—1,0)=(f’(f‘l(—l,O)))‘l=(f'(0’0>)_1:(g _11> :;@ %)-

Aufgabe 3:

(i) Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden
Symbole =, <=, < oder den Text “keine Beziehung” in die Ké&stchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Kéastchen, welches die richtige Impli-
kation enthalt, wird mit +0,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen
keinen Punkt.

Es seien D C R? offen, f € C?(D,R) und zo € D mit grad f(xo) = 0.

f hat in x( ein lokales Extremum. k.B.1 det Hy(zo) < 0.

Es sei z € C\ {0}.

o0 1 n
Z () konvergiert. o2 |z| > 1.
iz

n=0

Es seien D := {z € R?: |||z|| — 2| < 1} und f: D — R differenzierbar.

f ist konstant. =3 Ve e D: f'(x)=0.

Es seien B C R™ messbar und o > 0.

/ e =l dz > a. =4 |B| > a.
B




ii) Es sei die Funktion f: R — C, f(¢) := te=t’ gegeben. Berechnen Sie [~ szfs el*t ds.
E die Funk ffR—=>C, f ¢ -

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:

(i) 1) Setze D = R? und f(z,y) := 2% — 122y + 8y>. Nach Vorlesung gilt grad f(2,1) = (0,0) und f
hat in (2, 1) ein lokales Minimum, aber det H¢(2,1) > 0. Die Riickrichtung gilt nach Satz 18.10.

2) Fir z € C\ {0} gilt

= /1\" 1
Z () konvergiert <& " <l & 1<]z.
iz iz

n=0

3) Esgit D={r e R?: —1 < |z]| -2 <1} ={z € R?: 1 < |z|| < 3}, d.h. D ist ein offener
Kreisring. Wenn f auf D konstant ist, gilt offensichtlich auch f/ = 0 auf D. Die Umkehrung folgt
aus einem Satz aus der Vorlesung, da D ein Gebiet ist.

4) Wegen e~ I#ll <1 (z € B) gilt
a< / e~ ll=l dazg/ 1dx = |B|.
B B

Wegen e~! — 0 fiir t — oo existiert ein 3 > 0, sodass e~ < % fir t > 8. Wéhle v > 3 so, dass
fiir die Menge B := {z € R": 8 < ||z|| < v} gilt: |B| = 2. Dann gilt:

1 1
/ef”xndargf/ldx:f\B\:a.
B 2B 2

(i) Behauptung: Es gilt [~ s2f(s)elst ds = —2t(2t2 — 3)e~"" (t € R).

Beweis: f ist eine schnell fallende Funktion, somit gilt nach Satz 24.9 aus der Vorlesung fiir s € R:
s2f(s) = —(is)2f(s) = —f"(s). Mit der inversen Fouriertransformation aus demselben Satz erhilt
man schlieflich

/Oo s f(s)e*t ds = — /00 ﬁ(s)em de = —f"(t) = —2t(2t* — 3)e_t2.

—00 —

Aufgabe 4:

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Késten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Essei B :={(z,y,2) € R3: |z[ < z,|y—1] < 32+ 3,2 € [1,2]}. Berechnen Sie das Volumen:
|B| =[32]

m, te6,8],

(ii) Es sei die Funktion g: R — R definiert durch g(t) := {
0, sonst.

Berechnen Sie die Fouriertransformierte g von g:

~ —Tis 1) s = 07
g(s) =€ ! {sin(s) .

ot s # 0.

(iii) Bestimmen Sie den Cauchyschen Hauptwert, falls dieser existiert:

CH—/O;—JZQCOS(x—g> d:c:@.



(iv) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y" () — 3y (x) + dy(x) = e

1
y(z) =|ae™" + be®* + cxe® + §er (xeR und a,b,ceR)|

v) Es seien a = (a1, a2) eine Richtung und die Funktion f: R? — R definiert durch
v) ; g

f(x’y) = {

Berechnen Sie Richtungsableitung von f im Punkt (0,0) in Richtung a:

% 0= a0

(vi) Es sei M := {(z,y) € R?: y > 0,y > z,2% + y? < 1}. Berechnen Sie das folgende Integral:

242
/ 22y +yPd(x,y) = V2 i

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 4:
(i) Fiir z € [1, 2] setze

Q(z) = {(m,y) e R?: (z,y, 2) EB} = {(x,y) eR?: |z| < 2,y — 1] §3—|—2z},

Q(z) ist ein abgeschlossenes Rechteck mit den Seitenlingen 2z und 6 + 3z und somit gilt |Q(z)| =
622 + 12z. Mit dem Prinzip von Cavalieri gilt schlieklich

2
|B| :/ |Q(2)| dz = [zz3+6z2]f:16+24—2—6:32.
1

(ii) Definiere g: R — R durch

it <1,

9lt) = {0, it >1

Damit gilt f(t) = wg(t — 7) (t € R). Fiir die Fouriertransformierte gilt:

. 1 s=0
s) = e—?ls/‘ s) = e—?ls 2 ’
f( ) ™ g( ) sms(s), s 7& 0.

(iii) Fiir € R gilt cos (:E — g) = sin(z). Der Integrand ist somit ungerade und es gilt folglich fiir o > 0:

ffa —22 cos (x — g) dx = 0. Somit existiert der Cauchysche Hauptwert und ist 0.

(iv) Das charakteristische Polynom zur homogenen Differentialgleichung lautet p(A) = A3 — 32 + 4 =
(A —2)2(\ + 1). Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung lautet daher

yn(z) = ae™® + be®* 4 cxe®

mit a,b, ¢ € R. Um eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung zu finden, machen
wir den Ansatz y,(r) = Ae®” mit A € R. Einsetzen in die Differentialgleichung liefert A = %, und
damit y,(z) = %e’”. Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist somit gegeben durch

1
y(x) = ae™ + be®® + cxe®® + §e$ (x e R)

mit a,b,c € R.



(v) Es sei a = (a1,a2) € R? eine Richtung, d.h. |a| = 1. Es gilt

f((0,0) +t(a,az)) — f(0,0)  f(tai,tas) 1 . ajast® — ait3
t B t ot (a? +ad)t?
—

t—0
a%(ag —a1) — a%(ag —ay).

(vi) Es gilt
M= {(r cos(p), rsin(p)): r € [0,1],p € [%,w} } :
Durch Ubergang zu Polarkoordinaten und mithilfe des Satzes von Fubini erhilt man
) 1 ™ 1
/ 22y + 3 d(z,y) = / / rtsin(p) dp dr = / 4 [ cos(¢)|% dr
M 0 z 0 4

1 511
2 2 2
:/ 1+£ A g +V2 [r° :2+\@'
0 2 2 |5, 10




